Agrégation - Legons

Théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ
linéaire

[BERNIS, D |

On considere ’équation différentielle linéaire de la forme
Y =Al)y+B(t) (ty)elxKY (L)

oy € F(I,K") dérivable, A € F(I, My(K)) et B € F(I,KV).

ENONCE :

Théoréme : Soit I un intervalle de R.

On suppose que A € C(I, My(K)) et B € C(I,K").

Alors pour tout (tg,y0) € I x K¥, il existe une et une seule
solution y : I — K de (L) telle que y(to) = yo.

DEVELOPPEMENT :

LEMME : (Formulation intégrale du probléme) :
Soient Q un ouvert de R x KV, A € C(I, My(K)) et B €
C(I,KY). Soit (tg,y0) € Q. Une fonction y : I — KV est une
solution de (L) telle que y(ty) = yo si et seulement si :

i) y est continue.
ii) Pour tout t € I, (t,y(t)) € 2.
iii) Pour tout t € I :

y(t) =m0+ [} As)y(s) + Bls)ds

Démonstration. Si y : I — KV est une solution de (£) telle que

y(to) = yo, alors y est dérivable sur I donc continue sur /. En inté-
grant la relation y'(s) = A(s)y(s) + B(s) entre ty et ¢, on obtient :

y(t) = ylto) + | Als)y(s) + Bls)ds = yo + | Als)y(s) + Bls)ds

Réciproquement, si y(t) = yo + J{ A(s)y(s) + B(s)ds sur I, comme
A, B et y sont continues, y est dérivable sur I et par dérivation,
on obtient y'(t) = A(t)y(t) + B(t) pour tout ¢ € I. De plus,

y(to) = yo- O
Démonstration. e Cas ou I est un intervalle compact : I est donc

de la forme I = [ty — a,tg + B] avec «, 8 > 0. On note
E =C(I,K") qu'on munit de la norme

|yl = sup||y(t)]|
tel

Remarquons que (F,||.||p) est un espace de BANACH. Pour
y € F, la fonction t — A(t)y(t) + B(t) est continue de I dans
K™ et donc 'application :

D(y) ¢ o+ [ (AW)(s) + B(s))ds

est un élément de E.
Donnons-nous y,y € FE. Voyons par récurrence sur p € N que
PP (y), PP(y) € E vérifient l'inégalité :

|t —to|?

Ve L [19)(0) - @O <

ly — 7l|E

ou k = supl||A(t)]|| < +oc.
tel

Pour p =0:

12°()(t) — (DD = [ly(t) — 5O < lly — 3lls
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Hérédité : Supposons le résultat vrai au rang p € N. Par hypo-
thése de récurrence, ®?(y) € E. Donc ®*"(y) € E. De méme,
oPH(g) € E. Soit t € I, t > ty, nous avons :

12 (w)(0) — @ @) < [IAGIHIP()(s) — (@) 5)llds
< [ IAE@ ()(s) - "(5)(5))]ds
<k 119 () (s) = @(5) () Ids

t (S —to)p B
< k/to k:pp!Hy — §||eds

p+1(t_to)p+1Hy —ille
- (p+ 1)
par hypothese de récurrence. De méme pour t € I,t < 1y, on a :
_ (to — )" _
127 (y) (1) — e ()| < kPHMH?J — e

d’ou le résultat.

Posons v = max(«, ). On a alors :

max(a, )

vee I, ||BP(y)(t) — ®P(§)(t)|] < kP ) p\ly—:&HE

Par passage a la borne supérieure sur I, nous obtenons :
_ ok _
197(y) = @ @)le < & Flly = gl
Mais comme la série de terme général kp%f converge, il vient que
. p . , )
pll)grnookp% = 0. On dispose donc d'un py tel que kpoﬁ € [0,1].
Ainsi, ®7 est une contraction sur (F, ||.||g). Par le THEOREME DU

POINT FIXE ITERE, ® admet un point fixe dans E. On en déduit
que le probleme (£) admet une solution sur I vérifiant y(ty) = yo.

o Cas ou [ est un intervalle quelconque : Pour tout intervalle J
compact inclus dans I, il existe une unique solution y;. On dé-
finit I'application y de I dans K par y(t) := y(t) ou J est un
intervalle compact inclus dans I quelconque contenant t. Cette
définition a bien un sens, car en prenant deux intervalles J; et
Jo compacts inclus dans I contenant ¢, on a unicité sur J; N Js
et ainsi, y;, = yy, sur J; N Jy et donc yy,(t) = yy,(t). Ainsi
définie, y définie sur I une solution sur tout cet intervalle. On a
donc l'existence d’une solution de (£) définie sur I satisfaisant
la condition de CAUCHY y(tg) = ¥o.

[]

Remarques :

e On utilise le théoreme du point fixe ainsi que son corollaire qu’il
faut savoir énoncer et démontrer.

o Il faut bien entendu savoir ce qu’il se passe dans le cas plus
général (local) et la différence de la nature des solutions.

o Il faut connaitre ses applications : toute solution de (L) est
globale, dimension de I'espace affine des solutions (S¢), etc.
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